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DETERMINATION OF THE EXCESS GIBBS FUNCTION G* FROM 
TOTAL VAPOUR PRESSURE MEASUREMENTS 


1. INTRODUCTION 


lt was SCATCHARD who introduced the excess 
thermodynamic functions as a simple means of expre- 
ssing the departure of solutions from ideal behaviour). 
An excess function XE is defined by 


x E xm xm (1.1) 


where X” denotes a thermodynamic function of mixing 


and X5 is the corresponding function for the ideal solu- 
tion. One of the advantages of such formulation derives 
from the fact that the excess functions are accessible 
to experiment: the excess volume VE from density 
measurements, the excess enthalpy HE from calorimetric 
measurements, the excess Gibbs energy GÊ from a know- 
ledge of the activity coefficients which can be obtained, 
for example, from total vapour pressure data. It is with 
the latter that we are concerned here. 

Let us consider a binary liquid mixture of com 
ponents 1 and 2, whose composition is represented by 
mole fractions x,, x, = 1 — x,. The mixture is said 
to be ideal if the chemical potentials of the components 
are given by the relations 
Ui tp, [,x;] (1 2) 
where uy o; lp,T) is the chemical potential of the pure 
component i at the pressure p and temperature T, and 
u; (pTx, | is the chemical potential of the same compo- 
nent in the liquid mixture, under the same conditions. 

These relations can be formally kept for the real 
mixture with the introduction of the activity coeffi- 


= dl 


ualpT) + RT In x, 


cients f, 

se to vu; tp Tx) = ug tpT) + RT In(x,f,) 
(1.3) 

and the product a, — x, f, is called the activity of 


| 
componente i. 
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The Gibbs energy of a mole of the mixture takes 
tha form 


since G is an extensive property, whereas the Gibbs 
energy of mixing is given by 


From the above expressions it follows that the excess 
Gibbs function for a binary mixture is 


ge = RTIx, In ft, + x, In f, (1.6) 
or, in terms of the excess chemical potentials 
gê X, ué F Ka raÉ (1.7) 


The calculation of gE implies therefore the know- 
ledge of the activity coefficients. The excess Gibbs 
energy for a binary mixture is thus given by a sum of 
two terms, each representing the contribution of one 
component; however, these terms are not independent, 
and in fact they are related by a Gibbs-Duhem rela- 


tionship (at constant temperature and pressure) 
x dinf, + x; dinl; = O (1.8) 
The two terms in either (1.6) or (1.7) can be 


obtained from one another by a simple permutation of 
subcripts, so, from now on, component 1 only will be 
considered. 


2. gÊ AS A FUNCTION OF THE TOTAL VAPOUR 
PRESSURE 


Since it is our purpose to derive a general ex- 


pression for g* for mm and ns) as a function of the total 


vapour pressure P, we must seek such a relationship 
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from the study of the equilibrium between the liquid 
solution and its vapour. Temperature is kept constant 
throughout. It is assumed that the system liquid + 
vapour is, at all times, in equilibrium, and conse- 
quently the change of the chemical potential of com 
ponent 1 in the liquid during mixing 


Ea] (p.T,x, ) E Le] (Pai 1) 


must be the same as in the vapour phase. Às it is 
easier to calculate this change for the vapour phase, 
the first step involves the derivation of expressions for 
the chemical potentials of component 1 in the vapour 
before mixing at pressure p,, [pure component) and 
after mixing, at pressure p. Às will be shown, the main 
difficulty arises from the fact that the pressure does 
not stay constant during the mixing process, and if all 
the chemical potentials are reduced to the final pressure 
p, then some of the uy; 's for the liquid will refer to liquid 
states extrapolated to pressures below their own vapour 
pressures and so void of physical meaning. It is 
common practice, however, to calculate all the quan- 
tities at a small reference pressure, p. , which in this 
case will be taken as zero, 

Àt the high pressures found for some systems 
the imperfection of the vapour is far from negligible, 
and can even become more important than that of the 
liquid phase, changing what are intrinsically positive 
deviations from Raoult's law into negative ones; for 
this reason third virial coeficients, which are often 
ignored, will be considered here. 

To avoid confusion, quantities for the vapour 
phase, in equilibrium with the liquid phase of compo- 
sition x, will be indicated by a dash *, except the com- 
position (mole fraction) of the vapour itself, which 
will be represented by yj, y3 = 1 — yo. In this way 
the chemical potential of component 1 in the vapour 
phase at pressure p is represented by w', (p,y, ), whereas 
that of the pure component under its own saturation 
vapour pressure p,, is denoted by uu, (Pg). 


Õ 


The chemical potential of the pure vapour 1 at 
its saturation vapour pressure p.,. relative to some 
standard state, can be calculated from 


“du 
E ) =v (2.1) 
op JT 
with the molar volume v' taken from the virial equation 
of state in terms of pressure 


pv = RT+B'p+C p2 (2.2) 
We have 
du 6] RT 
“A ) + By+ CP (2.3) 
dp dr p 


Integrating from pt, the pressure of some standard 
state, to p,)| 


À | Da! ; 
Hoi Pon) = mote t) RT in o + BinlPos — pt)+ 


] 
+ra Cim(Poi? — +?) (2.4) 
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or 
Le Pai) AR + RT In Pal = RI Ir LIPo! (2.5) 
where 


u7) ualp”) RT In p 
(2.6) 


and lp) is the so-called fugacity coefficient 


] 
RT In (poi) Bh Po to Cm Pos (2.7) 


An obvious generalization of (2.5) for mixtures at 
a pressure p is 


uitpy,) =uç, + RT In(py,) + RTInyipy,) 
(2.8) 


where « (p,y,), the fugacity coefficient of compo- 
nent 1 in the mixture is a function of p and y, which 


reduces to y (p) when y, = 1 and which is unity for 
p = o. lt can be calculated from the knowledge of 
the partial molar volume v, as a function of p. 
“ou 
(E V, (2.9) 
OP fr 
Partial differentiation of (2.8) with respect to p gives 
v' — sh RT e (2.10) 
p dp 
and from this equation it follows that 
"p f RT: 
RT In 4 (p.y,) e | (v —) dp (2.11) 
[a O h p | 
Therefore 
A "p | RT 
uu! (py) = ud) + RT In(py,) + | (A === 
| E p 
(2.12) 


The first two terms represent the chemical potential of 
the component in the case of perfect behaviour and 
the third one accounts for the imperfection of the 
vapour mixture; the latter can be easily handled through 
the virial equation of state. First the virial coefficients 
of the mixture must be expressed as functions of com- 
position. For the second virial coefficient it is 


B=yi B,+t2yy yo Bo + y5 Bo 12.13) 


whereas for the third virial coefficient it will be assu- 
med, for the sake of simplicity, that C' fits a quadratic 
expression 


: 24 | ? | 
C="+j yo ro va Cm =" Noz y + Ca 


(2.14) 


where 7) — 75, q| and q, are constants to be deter- 
mined from the experimental data and C',, and 
C',» are the third virial coefficients of the pure com- 


ponents. The partial molar volume v', can be cal 
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culated from the molar volume of the mixture v', taken 
from the equation of state, by the well-known rela- 


tionship 
d v! 
= Galo 
d Yofi, 


From (2.2), 12.13), (2.14) and (2.15) it follows that 


(2.15) 


RT 


where 


(2.12) becomes 
um try) = ut + RT In (py) + Bj p + 


| 


+ôwp + Cm ye (2.18) 


2 


The change in the chemical potential of com 
ponent 1 when pure vapour of 1 at pressure p,, is 
mixed with pure vapour of 2 at pressure Pop to form 
a mixture of total pressure p and composition y, is 


py, 
| (T,p,y,) = U ol (T,p;]) =ART In + 


Po 
ad RT ”p RT: 

+ | (vi =— a | * (via ——)dp 
Pe dd A p Jo É p 


= Pa) TO vip + 


PY| 
p 


ol 
] - 2 | ) 
Cuité pa)=— = + yS p? (2.19) 
2 2 
which follows from (2.5) (2.7) and (2.18). 
Since 
Uol (T,pgi]) U al (TP, ) (2.20) 
41 (T,p,x, ) a. ui] (T,p.y, ) (2.21) 


(2.19) represents also the change in the chemical 
potential of component 1 in the liquid phase; this 
change is not however, equal to RT In (x,f,) becau- 
se the pressure does not remain constant during the 
mixing process. The activity coefficients should be 
referred to some standard low pressure p., so the 
changes in chemical potential of the pure liquid when 
the pressure varies from p,, to p, and similary for 
the same components in the mixture when the pressure 
changes from p to p, must be taken into account. 
These changes are 


| Po] 
Eat] = st) E | vor dp (2.22) 
à Ps 
[a (T,p,x,) Es “7 (T,psX; ) = | V] dp (2.23) 
a a] 
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where V.s and v, are the molar volume and partial 
molar volume of component 1 in the liquid phase at 
temperature T. These changes can be calculated by 
expanding the volume in powers of p around p = ps, 
and neglecting all terms beyond the second 


O Vel 
ValTp) = val(Tipo) + (5 ') (ip — p.) 
a " , dp P— Ps já 


(2.24) 


an approximation which is equivalent to assuming that 
the isothermal compressibility of the liquid, 3, , is in- 
dependent of the pressure. Similarly for v,(T.p). 
Therefore 


Pai p o | 4. 
| Voi dp — | v, dp = (Vol lp=po Pol e 


E Po “ Po 
PAi, 2 — (vj) + 
Sa Da— p — (v to — 5.) 
Q dd p hos o) Po =p, P Po 
ese e p-—p 
2 A á 


lt is this sum that must be added to (2.19) in order 
to obtain the desired value of ui] 
mu (Tpsx,) — ua MTP) = RT In Oh) = 
= (2.19) + (2.25) 


The final expression for ur is now 


E PY 
uj= RT Inf,=RT In — <p (A) 
Poi Hi 
+ [Bn— (Volp=po! fP — Por] (B) 
+ p dy5 (C) 
Domo Em > 
+ CmlP?— Pol) (D) 
1 
a 4 vá P? (E) 
E Mom Glasaço (D'— Bj) (F) 
' 1 d Vol | ” a 
2 dp a! Psi Ps 
1 /dv; á " 
= p—PB 
2 À0dPlo=po . 
(2.26) 


A similar expression holds for component 2. 


gê can then be calculated from equation (1.7) 
and it represents the excess molar Gibbs energy of a 
liquid mixture when the mixing process is carried out 
at constant temperature and at a constant pressure 
P=P,- 
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3. DISCUSSION 


SCATCHARD and RAYMOND had already obtai- 


ned in 1938 an expression for us which included the 
first three terms (A), (B), (C) in (2.26)2?, and ROW- 
LINSON gave a detailed account of the calculation of 
the excess Gibbs energy under different experimental 
conditions 3, however none of these authors considered 
third virial coefficients, and the compressibility effects 
havo also been neglected. 

Terms (C), (D), (E) and, in part, (B), in equation 
(2.26), which involve the second and third virial coe- 
fficients, account for the imperfection of the vapour 
phase, while terms (F), (G) and (H) account for the 
changes in volume and compressibility during mixing, 
the latter due to the effect of pressure change. It must 
be said that in most cases, under small pressures, 
terms (D), (E), (F), (G) and (H) are small, and if 
their sum is negligible in comparison with the other 
three, then (2.26) reduces to the Scatchard equation 


PY, 
RT Inf, = RT In - 
Po *1 
+ [Big (Mad Dorms pia | ip — Ps) + pó vs (3.1) 


lt has also been usual to assume that the mixture 
virial coefficient B,, is the arithmetic mean of B,, 
and B,, so that 5 is zero, but this assumption, which 
SCATCHARD and TICKNOR proved to be wrong for 
solutions containing associated liquids 4, is also unaccep- 
tabla whenever high precision results are required. 
Another point concerns the signs of the different 
terms in (2.26) which are cancelled by the corres- 
ponding terms for component 2; this is what usually 
happens with term (D) which is positive for one com- 
ponent and negative for the other. On the other hand the 


E Y| + Ps; 

08 á, RT 
and this means that even for pressures below 2Zatm tse 
second virial coefficient must be known within 5 cm3 
mol-1 in order to achieve an accuracy of 1 in 104 
in the composition. 


(3.3) 


The relative order of magnitude of the several 
terms in (2.26) and the corresponding equation for 
component 2 will now be analysed for two systems 
for which experimental data have recently become 
available: Krypton-Xenon at 161.36 K & and Argon- 
-Methane at 115.77 K 7. Solutions which are approxi- 
mately equi-molar have been chosen, and in both cases 
the saturation vapour pressure is about 5.7 bar. In the 


following table the contributions to GÊ of the different 
terms in (2.26) and the corresponding expression for 
the second component are shown; each value, in J mol-?, 
is obtained from the sum 


x Y, ks Vo. E [Y (3,4) 


where [Y,] and [Y,] come from (2.26) and its 
analogue for the other component. 

lt is readily seen that in both systems the imper- 
fection of the vapour is far from negligible, and 
accounts for as much as 40% of the total deviation 
from ideality; the [C] term, in particular, cannot be 
ignored for this kind of system, in opposition to what 
has been often done. Third virial coefficients, as repre- 
sented by terms [D] and [E], become worth conside- 
ring for the Krypton-Xenon system. Term [FJ], which 
involves the product pv for the liquid phase, is negli- 
gible provided the excess volume is small. It is expe- 
cted that for less simple systems and at higher pressu- 
res all terms in (2.26) should contribute significantly 


É 


to 6: 


Tabla | — Contributions of the different terms in DH and dis to the excess Gibbs energy 
System | x p [A] 83 | te) [D] [E] [F] | GE | 
ArCH, 0.5139 5.738 104.02 — 37.42 8.67 — "97 e ds] = | 15,08 

— = Ti Ea | Tdi ires eae e 
Kr-Xe 0.4675 | 5.725 165.51 — 69.20 18.68 | 8.77 T.tg 0.40 | 116.41 


contribution of terms (F) to the excess Gibbs energy is 


X1 (Vai = O Rai Po) + X3 (Voo Eu Va) tp — Po) 
atá = E 
= Po gas (3.2) 


which can be neglected for systems wich show small 
deviations from ideality. Finally the two terms (G) and 
(H) involving the compressibilities are usually small 
and always of opposite signs, and are often discarded, 

lt must also be noted that if the total vapour 
pressure is also used to determine the composition of 
the mixture, special case must be taken to evaluate 
tha terms involving second virial coefficients, for it 
can be shown? that 
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ANISOTROPIA DAS ROCHAS ENDÓGENAS (*) 


Correlação entre os elipsóides dos índices micropetrográficos, das tensões 
de rotura e dos módulos de elasticidade 


RESUMO 


A presente publicação estuda as correlações entre 
os elipsóides dos indices micropetrográticos (K), dos 
módulos de elasticidade (E) e das tensões de rotura 
(o uti). 

Mostra-se que os elipsóides dos K, E e gul: 
podem ser correlacionados mediante transformações 
lineares compostas de uma rotação de amplitude não 
muito grande, seguida de uma transformação automé- 
trica. As correlações K, cul; apresentam-se como as 
mais fortes, o que também é evidenciado pela compa- 
ração dos coeficientes de anisotropia. 


1 — OBJECTIVO DO ESTUDO 


A introdução de um Índice de qualidade (MENDES, 
AIRES - BARROS e PERES RODRIGUES, 1966) [1] de 


determinação micropetrográfica, que traduz com relativa, 


mas suficiente fidelidade, as variações registadas nas 
características mecânicas (v.g. módulo de elasticidade 
e tensão de rotura), determinadas sobre provetes re- 
presentativos de um maciço rochoso, facilita a caracteri- 
zação mecânica deste mesmo maciço rochoso. 

Na definição de tal índice de qualidade micropetro- 
gráfico, considerou-se, com base no cálculo modal, não 
só a composição mineralógica das rochas mas também 
características fundamentais do respectivo comporta- 
mento mecânico, como a textura, estado dos constituin- 
tes, fissuras e vazios. 

Assim, definiu-se o índice de qualidade micrope- 
trográfico [1] por: 


n 
Y 
a p;A; 
1 = 
m 
2 pp Y, 
=1 
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SYNOPSIS 


In this paper the correlations between the ellipsoids 
of the micropetrographic indices (t), moduli of elasticity 
(E) and ultimate strengths (guyl;) are studied. 

lt is shown that the ellipsoids of K, E and g;l; can 
be correlated by means of linear transformations com- 
posed of a ration of rather small amplitude followed 
by an autometric transformation. The K, cyly correlations 
are shown to be the highest, as may also be seen by com- 
paring the anisotropy ratios. 


em que os n valores de X, são as percentagens modais 
dos minerais “sãos”, com incidência favorável no com 
portamento mecânico das rochas, e em que os m valores 
de Y, são as percentagens modais dos minerais alte- 
rados (eventualmente minerais filitosos, com disposição 
preferencial funcionando de filme lubrificante e facili- 
tando deslocamentos), microfissuras e vazios com des- 
favorável incidência no comportamento mecânico das 
rochas. 

A aplicabilidade deste índice de qualidade a dife- 
rentes tipos de rochas depende, fundamentalmente, de 
conseguirmos ponderar convenientemente a influência 
dos termos X, e de modo a obter-se uma correlação 
estreita entre este Índice e as características mecânicas 
que pretendemos estudar. 

Dentro desta tentativa de generalização da apli- 
cação do índice de qualidade micropetrográfico (K), 
está o problema do estudo da anisotropia mecânica das 
rochas e a respectiva correlação com a anisotropia 
petrográfica. 

Neste tipo de investigação, de que a presente 
nota é um exemplo, tomam-se vários provetes (9) de 
um mesmo bloco de rocha, mas dele retirados de acordo 
com orientações definidas nas fig. 1 a 3. 

Dos topos destes provetes, que são ensaiados 
mecânicamente no laboratório, para determinação do 


(*) Trabalho apresentado em inglês no 2.º Congresso da Sociedade Internacional de Mecânica das Rochas, Belgrado, Setem- 


bro de 1970. 
Artigo recebido em 15-2-71. 
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módulo de elasticidade e da tensão de rotura, prepa 
ram-se lâminas delgadas que são estudadas microscôpi- 
camente, quer qualitativa quer quantitativamente, ava 
liando a sua composição modal e determinando o in- 
dico K. 

Possuem-se elementos que reputamos Ce interesse 
envolvendo rochas endógenas, ou seja o granito gnais- 
sóide, rocha dominante na região de Cabora-Bassa 
(Moçambique) e ainda os doleritos (com diferente gra- 
nularidade) da região ce Odivelas (Alentejo, Portugal). 

No capítulo seguinte apresentam-se os elementos 
que permitem vislumbrar promissora correlação entre os 
elipsóides representativos da anisotropia petrográfica 
definida pelo índice de qualidade micropetrográfico e 
as superfícies homólogas representativas da anisotropia 
mecânica (E e “jp ). 


2 — ELIPSÓIDES MAIS PROVÁVEIS 


A boa correlação existente entre os valores de K, 
E e guyli, quando determinados sobre um mesmo pro- 
vete, conduziu a estender ao indice micropetrográfico a 
lei quadrática determinada para as características me- 
cânicas E e syj; das rochas endógenas [2]. Assim, a 
consideração de nove valores de K segundo direcções 
referidas a um sistema inicial de eixos (x, y, Z), permite, 
utilizando o método dos mínimos quadrados, calcular 
os valores mais prováveis dos seis coeficientes do elip- 
sóide: 


[x y 2] a, ag” E = (1) 
a, as y 
as ag z 


Uma conveniente rotação definida por: 


x Cos 2, COS 44 COS 73 DX (2) 
y cos 5, cos 55 cos 5a Y 
E. —- COS 7) COS Ya COS 73 AE 


permite obter a equação matricial do elipsóide na sua 
forma normal, isto é, referida aos seus eixos (X, Y,2Z), 
donde: 


XxvYr2Zz ra? Oo O xa = 1 (3) 
0 ph? O Y 
O O Cc? Z 

ou, na forma cartesiana: 
x? y2 zZ? (4) 
a 2 b? c? 


em que a, be c são os seus semieixos. 
Calcularam-se com base em [3] os coeficientes 
de anisotropia totais, a,, e máximos, a, dos elipsóides 
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definidores das características em estudo, dados pelas 
expressões: 


R (5) 
a, — SA 
Ra r 
R — semieixo maior do elipsóide; 
Re — raio da esfera de volume igual ao do elipsóide; 
[R — semieixo menor do elipsóide. 


Calcularam-se ainda os coeficientes de variação 
resultantes dos desvios verificados entre os valores 
experimentais e os correspondentes valores teóricos das 
caracteristicas em estudo. 

As fig. 1 a 3 contêm, relativamente a cada um dos 
tipos de rocha estudados, todos os elementos que se 
acabam de referir. 


3 — CONCLUSÕES 


Os resultados do estudo mencionado neste tra- 
balho permitem enunciar algumas conclusões de ordem 
geral: 


a) Os índices micropetrográficos K, ao redor de 
um ponto, são traduzidos, muito satisfatôriamente, por 
leis quadráticas do tipo elipsóide, tal como anterior- 
mente se tinha já verificado para os módulos de elastici- 
dade, E , e para as tensões de rotura, sylj; podem ser 

b) Os elipsóides dos K, E e gyj). [2]; 
correlacionados mediante uma transformação linear, 
composta de uma rotação de amplitude não muito gran- 
de, sobretudo nas correlações (K, cul: ). seguida duma 
transformação autométrica; 

c) Os coeficientes de anisotropia mostram que os 
elipsóides dos K se aproximam mais dos elipsóides dos 
sul: do que dos elipsóides dos E, donde se conclui 
existir entre K e q y/; Uma correlação mais forte; 

d) Este estudo permite ter esperança de que o 
indice micropetrográfico K, das rochas exógenas, seja 
traduzido satisfatôriamente por uma lei, tipo quártica 
fechada, tal como já foi constatado para os módulos de 
elasticidade, E, e para as tensões de rotura, cyj; [3]. 
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ELIPSÓIDES MAIS PROVÁVEIS DE ANISOTROPIA 
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COMPORTAMENTO ATÉ À ROTURA DE MATERIAIS PARA MODELOS 
SOB A ACÇÃO DE SOLICITAÇÕES TRIAXIAIS (*) 


RESUMO 


Estudam-se experimentalmente as caracteristicas de 
resistência e de deformação de materiais para modelos — 
misturas de gesso-diatomite e argamassas — sob esta- 
dos triaxiais de tensão. Descreve-se o equipamento uti- 
lizado, apresentam-se os resultados e as conclusões. 

No final comparam-se os comportamentos desses 
materiais tendo em vista a sua utilização em modelos de 
barragens para ensaio até à rotura. 


1 — INTRODUÇÃO 


Para o estudo em modelo do comportamento de 
“protótipos em deformação elástica” [1], basta, em 
geral, exigir que o material do modelo seja linearmente 
elástico e tenha o mesmo coeficiente de Poisson do 
material do protótipo. Contudo, quando se estuda o seu 
comportamento até à rotura, devem verificar-se outras 
propriedades dos materiais dos modelos, tais como as 
resistências à compressão e à tracção, a ductilidade e o 
critério de rotura para estados pluriaxiais de tensão 
[2 3). 

No presente artigo dá-se conta do estudo experi- 
mental realizado com o fim de averiguar o comporta- 
mento até à rotura de dois tipos diferentes de materiais 
para modelos — misturas de gesso-diatomite e argamas 
sas — sob estados triaxiais de tensão, e verifica-se a 
aplicabilidade desses materiais a modelos de barragens 
de betão para ensaio até à rotura, de modo a satisfaze- 
rem as condições de semelhança [41]. 


2 — SISTEMA DE CARGA. MODO DE FUNCIONA- 
MENTO 


O sistema de carga (fig. 1) foi projectado para 
ensaio de provetes cilíndricos e era constituído essen- 
cialmente por uma câmara triaxial (fig. 2), dimensionada 
para uma pressão de óleo interior máxima de 1000 
kgf/cm2, e por uma prensa, projectada para uma carga 
máxima de 200 tf, em cujo prato superior se podiam 
incorporar macacos de diferente secção para aplicação 
de cargas verticais. 


(*) Recebido na redacção em 8-6-971, 
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SYNOPSIS 


The strength and deformation characteristics of 
materials for models — plaster-diatomite and mortar 
mixtures — are studied experimentally, under triaxial 
states of stress. The equipement used is described and 
the results and conclusions are given. 

Finally, the behaviours of these materials are com- 
pared, with a view to using them in dam models for 
rupture tests. 


Fig. 1 — Montagem de ensaio, Aparelhagem de medida 
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Fig. 2 — Câmara triaxial 


O modo de funcionamento era o seguinte: óleo sob 
pressão, fornecido por um dinamómetro Amsler, derivava 
através duma válvula de alta pressão para dois circuitos 
independentes. Num ia accionar o macaco montado na 
prensa, o qual aplicava as cargas axiais no provete colo- 
cado dentro da câmara triaxial; no outro reproduzia 
directamente sobre o provete a pressão lateral, 

Com os dois circuitos de óleo abertos simultânea- 
mente efectuavam-se ensaios triaxiais de carga propor- 
cional, isto é, em que a relação entre as tensões axiais 
e laterais reproduzidas no provete se mantinha constante 
até à rotura. 

Tendo os provetes cilíndricos a forma e as dimen- 
sões indicadas na fig. 3, a tensão principal axial de 
compressão (7,) é dada pela expressão: 


Am A, —— A, (1) 
NOS qa 
p p 
em que 
p — é a pressão de óleo no sistema de carga; 
A. — 6d área do macaco utilizado; 


A, e Á' po são as áreas das secções central e de 
topo do provete, respectivamente. 


Como as outras duas tensões principais (53 -— 03) 
são iguais à pressão de óleo p, a relação de proporcio- 
nalidade entre as tensões principais é dada pela ex- 
pressão: 
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7] A Ao — As (2) 
3 A A 


Puderam também efectuar-se ensaios de compressão 
triaxial para valores dados de pressão lateral, interrom- 
pendo o respectivo circuito de óleo ao atingir-se o valor 
requerido. 

Só com um ou outro circuito de óleo aberto reali- 
zavam-se ensaios de compressão simples ou de compres” 
são diametral. Neste último caso, devido à forma dos 
provetes, resultava um ensaio triaxial em que a tensão 
principal axial era de tracção e cujo valor era dado pela 
segunda parcela da expressão (1). 


3 — ESTUDO DAS MISTURAS DE GESSO-DIATOMITE 
3.1 — Generalidades 
Seleccionaram-se duas misturas de gesso (G), dia- 


tomite (D) e água (A) nas seguintes proporções pon- 
cerais: 


A G 
—— =15 0 0 — = 3 
G D 
A G 
— = 4 é — = 9 
G D 


as quais se passam a designar por G, 6 63, respecti- 
vamente. 

Os espécimes destas misturas foram torneados, 
com a forma já indicada, a partir de blocos préviamente 
moldados e secos numa estufa. Depois de acabados, 
foram pintados com goma-laca e conservados na sala 
de ensaios (temperatura 20 + 1ºC e humidade 55 + 5%). 


3.2 — Programa experimental 
Os ensaios realizados tiveram por fim determinar 


as resistências e as deformações até à rotura daquelas 
misturas nas seguintes condições de solicitação: 


- R=92,% 


Fig. 3 — Forma e dimensões dos provetes 
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(1) Compressão simples; 

(2) Compressão triaxial proporcional para relações 
q 1/ 13 = 1,3; 2,9 e 5,4 e não proporcional para valores 
de «4 = 5,10, 15, 20 e 30 kgf/cm?; 

(3) Tracção axial com compressão diametral para 
relações q) /039=— 0,33; — 0,56; — 0,86 e = 1,25. 
Obtiveram-se as diversas relações q, /c 3 torneando 
provetes de secção central sucessivamente mais redu- 
zida. 


Nos ensaios triaxiais os provetes eram revestidos 
por membranas de latex a fim de os proteger de pene- 
tração de óleo (fig. 4), 

A fim de verificar a influência da velocidade de 
aplicação das cargas, os ensaios de compressão simples 
e de compressão triaxial proporcional tiveram durações 
de cerca de 3 min, 20 min e 2 h. Os restantes ensaios 
tiveram a duração de cerca de 3 min. 


Fig. 4 — Provete antes de montado na câmara triaxial 
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Na medição das deformações utilizaram-se extensó- 
metros eléctricos “Shinkoh S 21”. A aparelhagem de 
leitura era constituída por um indicador “Brãel and 
Kjãer” e uma unidade igualizadora da mesma marca, 
aos quais estava ligado um registador automático. Na 
fig. 1 pode ver-se a aparelhagem referida. 

Em cada tipo de ensaio utilizaram-se três provetes. 


3.3 — Análise dos resultados 


Em virtude dos desvios naturais das deformações 
medidas, não se verificou qualquer influência da velo- 
cidade de aplicação das cargas no comportamento elas- 
to-plástico das misturas de gesso-diatomite, sob as con- 
dições de tensão estudadas. Por isso analisam-se os 
resultados dos ensaios em conjunto sem considerar as 
suas durações. 

Na fig. 5 comparam-se as manchas dos diagramas 
tensões axiais-extensões axiais obtidos com as misturas 
G, e G, em compressão simples e em compressão 
triaxial proporcional. À figura mostra que as misturas 
de gesso-diatomite têm um comportamento plástico pouco 
acentuado, mesmo sob compressão triaxial. Nestas con- 
dições de tensão, as deformações na rotura são, dum 
modo geral, pouco maiores ou da mesma ordem de 
grandeza que as obtidas em compressão simples. Como 
seria de esperar, a mistura mais rica em gesso, 63 
tem um carácter mais frágil. 

A fim de apreciar as caracteristicas de resistência 
máxima das duas misturas de gesso-diatomite apresen- 
tam-se nas fig. 6 a 9 os diagramas das tensões prin- 
cipais e as envolventes de Mohr correspondentes aos 
estados de tensão na rotura. Estas figuras mostram que 
os resultados dos ensaios triaxiais de carga proporcional 
e de carga não proporcional se inserem bem nos mesmos 
diagramas. Nestas condições pode dizer-se que a se- 
quência de aplicação das cargas não tem influência na 
resistência em compressão triaxial. 

Os valores médios das resistências em compressão 
simples são de 30,4 e 64,4 kgf/cm?, respectivamente, 
para as misturas G, e G,. Como se pode ver nas fig. 6 
e 7, a resistência destes materiais em compressão tria- 
xial é pouco maior do que a sua resistência em compres- 
são simples. Com efeito, a resistência aumenta de início 
com a pressão lateral para depois se atingir um limite 
máximo. Este limite é de cerca de 40 e BO kgf/cm?, 
respectivamente, para as misturas G, e G5. Em conse- 
quência do comportamento de resistência destas mistu- 
ras, as envolventes dos seus círculos de Mohr na rotura 
(fig. 8 e 9) são logo descendentes a partir do círculo 
correspondente à compressão simples. 

Nos ensaios de tracção axial com compressão dia- 
metral, como mostram ainda as fig. 6 e 7, a tensão prin- 
cipal de tracção na rotura aumenta à medida que dimi- 
nuem as tensões principais de compressão e tende para 
um valor limite que deve corresponder à resistência em 
tracção uniaxial. Nesta hipótese, a resistência à tracção 
simples seria de cerca de 7 e 14 kgf/cm?, respectiva- 
mente, para as misturas G, e G,, ou seja, cerca de 1/4 
da resistência à compressão simples para ambas as mis- 
turas. 
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Fig. 5 — Comportamento deformacional em compressão simples e em compressão triaxial das misturas 
de gesso-diatomite Gj e G; 
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A rotura dos provetes não é generalizada, mas an- 
tes limitada a poucos planos de rotura, como se pode 
ver na fig. 10. Em compressão simples, a rotura deu-se 
quase sempre ao longo dum plano de escorregamento 
bem definido. Em compressão triaxial, a rotura deu-se 
por esmagamento em poucos planos quase horizontais. 
Nesta caso, o material apresentava-se muito esfarelado 
nas zonas de rotura, portanto com as suas ligações 
internas totalmente destruídas. Em tracção-compressão, 
o plano de rotura era sempre distinto e orientado nor- 
malmente ao eixo do provete, traduzindo um tipo de 
rotura por descoesão ou de separação por tracção. 


3.4 — Conclusões 


Sob compressão triaxial, o comportamento das 
misturas de gesso-diatomite difere considerâvelmente do 
de materais como o betão e a argamassa [5, 6, 7,8, 9]. 
Essa diferença de comportamento deve atribuir-se ao 
facto de aquelas misturas terem uma estrutura muito 
porosa e de não possuirem elementos inertes capazes de 
mobilizarem atrito interno. Com efeito, a interacção en- 
tra as partículas do agregado desempenha um papel mui- 
to importante nas elevadas resistências apresentadas 
pelos betões e pelas argamassas em compressão triaxial. 


Fig. 7 — Mistura de gesso-diatomite G, — Relação entre as tensões principais na rotura 
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Fig. 9 — Mistura de gesso-diatomite G, — Envolvente de Mohr na rotura 


a) compressão simples 

b) compressão triaxial (Gi / G3 
c) compressão triaxial (G| | G3 
dj) tracção — compressão (G1 / G3 = — 0,33) 
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Fig. 10 — Modo de rotura dos provetes da mistura de gesso- 
-diatomite 6, 
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Às misturas de gesso-diatomite esgotam muito 
rápidamente a sua capacidade resistente, pois dá-se o 
colapso estrutural antes de se poderem atingir tensões 
normais médias elevadas. O que comanda o colapso es- 
trutural parece ser, ao menos fenomenológicamente, um 
valor limite da deformação, já que as deformações na 
rotura são da mesma ordem de grandeza tanto em com- 
pressão simples como em compressão triaxial. 


à — ESTUDO DAS ARGAMASSAS 
4.1 — Generalidades 


As duas argamassas estudadas foram feitas com 
cimento portland Liz e areia de Salvaterra de módulo de 
finura 2,92. 

A argamassa A, tinha a seguinte composição em 
peso: 


Areia Areia 
e ne E ARE) 
Cimento + Pó Cimento + Pó 

Cimento 
ea e À 
Pó 


À argamassa As mais rica em cimento, tinha a 
composição em peso: 


Areia Areia 
mes e AD] nes, er (E 
Cimento + Pó Cimento + Pó 
Cimento 
— = 
Pó 


Os provetes da argamassa À, tinham também a for- 
ma já indicada na fig. 3 e foram moldados em cilindros 
metálicos revestidos interiormente por moldes de borra- 
cha de silicone. Por sua vez, os provetes da argamassa 
A» eram cilindros com 14 cm de altura e 5 cm de diã: 
metro e foram feitos em moldes metálicos. 

Os provetes foram fabricados em séries de 5 e 
eram desmoldados ao fim de 24 h e, em seguida, man 
tidos em câmara saturada durante 10 dias. Ao fim desse 
tempo eram conservados na sala de ensaios. Cada 
séria de provetes era aferida pela resistência à com- 
pressão simples de 5 provetes cilíndricos de 7,5 x 14 
cm provenientes da mesma moldagem. Os provetes das 
argamassas A, e A, foram ensaiados aos 90 e aos 28 
dias respectivamente. 


4.2 — Programa experimental 


Determinaram-se as resistências e as deformações 
das argamassas nas seguinte condições de solicitação: 


(1) Compressão simples; 

(2) Compressão triaxial proporcional para relações 
51/73 = 5,4 e 9,8 e não proporcional para valores 
des; = 10, 20, 40, 60, 80, 100, 120 e 140 kgf/cm?; 
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(3) Tracção axial com compressão diametral em 
que 5, /c; = — 0,33, só para a argamassa À, 


Para proteger os provetes de penetração de óleo 
foram também usadas membranas de latex. 


Os ensaios de compressão simples e de compres- 
são triaxial proporcional foram realizados com veloci- 
cidades de aplicação de carga a que correspondiam 
durações de ensaio até à rotura de, aproximadamente, 
4 min, 20 min e 2 h. 


Na medição de deformações utilizaram-se extensó- 
metros eléctricos “Baldwin SR4-A5”. Em cada tipo de 
ensaio utilizaram-se 3 a 5 provetes. 


4.3 — Análise dos resultados 


O comportamento deformacional das argamassas 
A |, e À, em compressão simples e em compressão 
triaxial proporcional pode ver-se na fig. 11, onde se 
traçaram as respectivas curvas médias tensões axiais- 
-extensões axiais para as três durações de ensaio con- 
sideradas. Estas curvas médias foram determinadas pelo 
método dos mínimos quadrados. Junto de cada curva 
indica-se a tensão axial média na rotura lo Ji 

As curvas relativas à compressão simples mostram 
que as argamassas ensaiadas têm um comportamento 
muito plástico, o qual é mais acentuado na argamassa 
A,. pois que esta exibe um nítido patamar de plasti- 
cidade. 

Os diagramas relativos à compressão triaxial não 
são completos, pois não se registaram as deformações 
elevadíssimas que os provetes sofreram até à rotura. 


A fig. 12 mostra que a duração de ensaio influen- 
cia o comportamento das argamassas. Contudo, dum 
modo geral, essa influência só foi sensivel para aplica- 
ções muito lentas da carga (ensaios de 2 h), nomeada- 
mente, para a argamassa mais rica em cimento (A » ). 

A partir dos valores médios das tensões de rotu- 
ra, traçaram-se, para os ensaios efectuados com a du- 
ração de 4 min, os diagramas das tensões principais e 
as envolventes de Mohr correspondentes aos estados de 
tensão que se verificavam na rotura (fig. 13 a 16). 
Estas figuras mostram que a pressão lateral aumenta 
substancialmente a resistência máxima das argamassas 
e que não se atingiu um valor limite na gama de pres- 
sões laterais aplicadas. Porém, a taxa de aumento da 
resistência máxima é maior para as pressões laterais 
mais baixas. 

O modo de rotura dos argamassasA, e A » pode 
observar-se nas fig. 17 e 18, respectivamente. Em com- 
pressão simples, a rotura deu-se geralmente segundo 
um plano inclinado bem distinto (fig. 17-a e 1B-a). 
Em compressão triaxial acentuou-se o caracter plástico 
da rotura, notando-se um nítido abaulamento da super- 
fície dos provetes submetidos a maior constrangimento 
lateral (fig. 17-b e 18-c). Em tracção axial com com- 
pressão diametral, os provetes da argamassa A, rom- 
peram abruptamente segundo planos normais à direc- 
ção das tensões de tracção (fig. 17-c). 
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a) compressão simples 
b) compressão triaxial (G1 /G3 = 5,4) 
c) tracção — compressão (G| /G3 = -— 0,33) 


Fig. 17 — Modo de rotura dos provetes da argamassa A | 


a) compressão simples 


b) compressão triaxial (Gi / G3 
c) compressão triaxial (Gi / G3 


Fig. 18 — Modo de rotura dos provetes 


Fig. 19 — Semelhança das envolventes de Mohr 
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4.4 — Conclusões 


As argamassas À, e A, mostram um comporta” 
mento sob compressão triaxial semelhante ao que é apon- 
tado na bibliografia [5, 6, 7, 8, 9] para betões e arga: 
massas nas mesmas condições de tensão. Nestes mate- 
riais as roturas localizadas devidas à microfissuração 
[10, 11] e a sua consequente diminuição de resistên- 
cia não provocam uma rotura generalizada imediata. Isto 
mostra a sua capacidade de redistribuição de tensões 
e traduz-se por uma acentuação do seu comportamento 
plástico. Em compressão triaxial o atrito desenvolvido 
pelos agregados confere a estes materiais elevadas 
resistências, tanto maiores quanto maior for o cons 
trangimento lateral, 


5 — AS MISTURAS DE GESSO-DIATOMITE E AS 
ARGAMASSAS COMO MATERIAIS DE MODELOS 
DE BARRAGENS A ENSAIAR ATÉ À ROTURA 


5.1 — Generalidades 


O estabelecimento das condições de semelhança 
correspondentes à geometria, propriedades dos materiais 
e solicitações do modelo e do protótipo tem sido tratado 
por diversos autores [1, 12]. No que respeita às carac- 
terísticas de resistência sob a acção de solicitações 
triaxiais, a verificação da semelhança dos materiais dos 
modelos e do protótipo pode fazer-se comparando as 
respectivas curvas intrinsecas de resistência (envolven- 
tes de Mohr) [13]. 

Então, para que haja semelhança, as envolventes 


de Mohr dos materiais do modelo e do protótipo (fig. 


19) devem corresponder-se conforme as relações: 


1 1 (3) 


sendo 1/K , a escala das tensões. Os pontos homólo- 
gos das curvas situam-se sobre segmentos que passam 
pela origem a distâncias que estão entre si na relação: 


dm 1 (4) 
dp K 
5.2 — Comparação das propriedades das misturas de 


gesso-diatomite, das argamassas e do betão 


A partir de resultados colhidos ca bibliografia 
[6, 7, 8, 9], e com vista a apreciar a resistência do 
betão em compressão triaxial, traçou-se um gráfico 
(fig. 20) cujas coordenadas representam as tensões 
principais na rotura referidas à resistência em compres- 
são simples dos diversos betões ensaiados. Esta varia de 
65 a 280 kgf/cm?, mas os pequenos desvios que se 
verificam, especialmente na parte inferior da curva, 
mostram que os diferentes betões apresentam um com- 
portamento muito semelhante em compressão triaxial. 
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Na fig. 21 comparamse as envolventes de Mohr 
das misturas gesso-diatomite e das argamassas estuda 
das, bem como as envolventes obtidas por Fumagalli 
[8, 13] com três betões de resistências 145, 245 e 400 
kgt/cm?. As coordenadas do diagrama são adimensio- 
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Fig. 20 — Resultados de ensaios de betões em compressão triaxial 
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Fig. 21 — Curvas intrinsecas de resistência dos materiais de modelos e de betões 


nais, em função das resistências em compressão simples, 
para se poder verificar a semelhança dos materiais por 
comparação directa das curvas. 

Pela simples observação desta figura conclui-se 
que, em estruturas onde os estados de compressão 
triaxial sejam importantes, as misturas de gesso-diatomite 
não podem simular o comportamento de resistência do 
material do protótipo. Em elementos de volume sujeitos 
a compressão triaxial a rotura no modelo dar-se-ia para 
tensões mais baixas em relação às correspondentes a 
eventual rotura na estrutura real. 


N PNR 
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Por sua vez as argamassas A, e A, apresentam 
razoável semelhança em relação aos betões com resis- 
tências em compressão simples da mesma ordem de 
grandeza, sendo as envolventes práticamente coinciden- 
tes para tensões normais baixas. 

Na prática, em regra, o constrangimento lateral 
não é muito grande. A fim de dar conta da sua importân- 
Cia no comportamento dos materiais, traçou-se um grá- 
fico (fig. 22), onde, em ordenadas, se representa a 
relação entre a tensão principal axial na rotura e a resis- 
tência em compressão simples (q [90 ), e, em abceis- 


(Fumagalli) ESET | E TE 


betão| — a -— 


betão| —-s-— [400 


Resistência em compressão simples (G, ) 
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Fig. 22 -—- Influência do constrangimento lateral na resistência dos materiais de modelos e de betões 
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sas, a relação 7,/73 No instante da rotura, cujo inverso 
quantifica o constrangimento lateral. Uma vez que as 
coordenadas são adimensionais as curvas devem coin- 
cidir para que haja semelhança. 


Este gráfico permite verificar que a semelhança en- 
tre as argamasas e os betões com idênticas resistências 
em compressão simples, como se referiu atrás, é satisfei- 
ta para valores 7, /5 4 superiores a cerca de 10, isto é, 
para contrangimentos laterais relativamente pequenos. 
Quanto mais fracos são os betões ou as argamassas, 
maiores são os aumentos de resistência em compressão 
triaxial em relação à resistência em compressão simples; 
esses aumentos são maiores para os betões do que para 
as argamassas com resistências em compressão simples 
da mesma ordem de grandeza, devido ao efeito de atrito 
ou de interacção entre os agregados, o qual é indepen- 
dente da resistência dos materiais e é mais manifesto nos 
betões por estes possuirem agregados de maiores di- 
mensões. Como resultado, as curvas intrínsecas de 
resistência das argamassas são um pouco menos aber- 
tas que as dos betões com idênticas resistências em 
compressão simples (fig. 21). No gráfico da fig. 22 as 
curvas corespondentes às misturas de gesso-diatomite 
situam-se significativamente abaixo das correspondentes 
aos outros materiais. 

A resistência à tracção das misturas de gesso- 
-diatomite é elevada relativamente à das argamassas e à 
do betão. Segundo os ensaios realizados, em tracção, as 
envolventes das misturas de gesso-diatomite situam-se 
por cima da envolvente da argamassa A , (fig. 21). O 
facto de os materiais dos modelos apresentarem resis- 
tências em tracção comparativamente superiores à Co 
material do protótipo pode afectar o modo de rotura nos 
modelos, evitando eventuais roturas por tracção. 


5.3 — Aplicação aos ensaios de rotura dos modelos de 
barragens 


A interpretação do comportamento até à rotura 
dos modelos de barragens de betão impõe a conside- 
ração de situações nas quais os materiais estão sujeitos 
a solicitações bi- e triaxiais. Com efeito, os elementos 
de volume das barragens de betão, incluídas as barra- 
gens - abóbada, estão em regra submetidos a um estado 
biaxial de tensão, com predominância da grandeza de 
uma das tensões. No entanto, os elementos da vizinhança 
da face de montante, em virtude da pressão hidrostática, 
encontram-se submetidos a um estado triaxial de tensão 
assim como os elementos vizinhos da fundação, em 
resultado da restrição que esta impõe às deforma- 
ções [14]. 

Se se admitir que não existem tensões de tracção, 
a rotura das barragens deverá iniciar-se nas regiões onde 
se localizam as maiores compressões ou seja, em geral, 
no paramento de montante, na parte superior da abóbada 
no fecho dos arcos e, no paramento de jusante, junto 
da fundação [15]. 

Uma vez que nessas regiões existem estados tria- 
xiais de compressão, embora com as maiores tensões 
principais de muito maior grandeza que as menores, 
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o constrangimento lateral mesmo pequeno aumenta con- 
siderâvelmente a resistência do betão. Como se viu (fia. 
22), as argamassas acompanham muito de perto esses 
aumentos de resistência, enquanto que as misturas de 
gesso-diatomite têm resistências muito inferiores nas 
mesmas condições de tensão. Deste modo, a rotura dos 
modelos realizados com misturas de gesso-diatomite, a 
qual se inicia normalmente por plastificação junto à fun- 
dação e no paramento de montante no fecho dos arcos 
superiores, deve ser prematura devido à menor resis- 
tência desses materiais em compressão triaxial. 

Contudo, nas regiões próximas do paramento de 
jusante um pouco afastadas das fundações, onde ainda 
existem grandes compressões, e nas regiões do fecho 
dos arcos a jusante, cuja plastificação provoca o colapso 
final do modelo, uma das tensões é nula e as outras são 
de compressão, isto é, predominam os estados de com- 
pressão biaxial. A resistência do betão e das argamas- 
sas nestas condições de tensão é ligeiramente superior à 
sua resistência em compressão simples e a rotura dá-se 
por descoesão ou separação por tracção [6, 16, 17, 18]. 
Não se realizaram ensaios nestas condições de tensão, 
mas será talvez de admitir que também a resistência das 
misturas de gesso-diatomite em compressão biaxial não 
seja muito maior que em compressão simples, apesar 
da sua comparativamente maior resistência à tracção. 

Não basta que os critérios de rotura dos materiais 
do modelo e do protótipo sejam semelhantes, é preciso 
ainda que os seus diagramas tensões-deformações sejam 
homotéticos para que a distribuição das tensões no 
modelo, no instante da rotura, esteja também segundo 
a escala das tensões (1/Ks). Como se verificou nos 
ensaios realizados e à semelhança do que se passa no 
betão [6, 7, 10], a plasticidade das argamassas é consi- 
deravelmente acentuada sob estados de compressão tria- 
xial, ao contrário das misturas de gesso-diatomite que 
têm um carácter bastante mais frágil nas mesmas condi- 
ções de tensão. Assim, as misturas de gesso-diatomite 
simulam deficientemente o fenómeno de redistribuição de 
tensões em certas regiões localizadas das barragens, 
intimamente associado com a capacidade de betão de 
sofrer grandes deformações, 

Recentemente verificou-se [19] que os coeficientes 
ce segurança e de adaptação obtidos pelo ensaio até 
à rotura de modelos feitos de misturas de gesso-diato- 
mite são menores que os determinados por meio de 
modelos de argamassas, portanto do lado da segurança. 
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ANÁLISE ELÁSTICA DE UMA PLACA CIRCULAR COM FURO CENTRAL SUBMETIDA 
A UMA CARGA TRANSVERSAL UNIFORME AO LONGO DE UMA CIRCUNFERÊNCIA 


RESUMO 


O presente trabalho pretende resolver o problema 
elástico para uma placa circular carregada ao longo de 
uma circunferência por uma carga transversal uniforme- 
mente distribuida. Os resultados são comparados com os 
da teoria dos aneis compactos e a zona de validade 
desta é determinada, São apresentados coeficientes para 
o cálculo das placas em consideração, para algumas 
geometrias. 


O. NOTAÇÃO 
à. — raio exterior da placa 
a; — raio interior da placa 
Ra raio de aplicação da carga 
b log bg; + 1 
b = qlog bs + q 
a, 2 
Dei : a. 


C,, Cs, C, e C, — constantes de integração 


C js 
Er E PE 
Et =5a rigidez de flexão 

E — módulo de Young 
M, — momento radial (por unidade de comprimento) 
M, — momento tangencial( por unidade de comprimen- 

to) 
M, — momento no anel compacto (por unidade de 

comprimento) 
P — Carga transversal 

1 +» 

abra 1 —» 
q' = 2q + 1 
O — carga transversal (por unidade de comprimento) 
r — coordenada radial 
t — espessura da placa 
w — deflecção da placa 
wp — deflecção do anel compacto 
v — coeficiente de Poisson 
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ABSTRACT 


The present paper intends to solve the elastic pro 
blem for a circular plate loaded along a circle by a 
uniformly distributed transverse load. Comparison with 
the results of a compact ring approach is presented and 
the respective error is computed. Coeflicients for the 
design of such plates are given for some geomeiries. 


1. INTRODUÇÃO 


A solução do problema elástico para uma placa 
circular com furo central actuada por uma força trans- 
versal uniformemente distribuida ao longo de uma cir- 
cunferência é investigada. A fig. 1 mostra a geometria 
contemplada. 


Lp 
de 


Fig. 1 


A placa está simplesmente apoiada em r = a; 
À carga transversal é P que provoca um esforço trans- 


P 

verso (por unidade de comprimento) (0) ,, = 2 = 
Ta 

e 

2. Às equações fundamentais das placas circulares 

são, [1], (alguns sinais foram mudados por conve- 


niência) 
d d [ 1 d o / dw [2.1 a) 
—— —— dr —— (fr = 0 
ro dr dr | r dr | dr || 


dão 
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